
 

A few things from the Calculus Handbook may be helpful (available for free at www.mathguy.us). 

 

Limit Definition:  The limit is the value 𝑳 that a function approaches as the value of the input variable 𝒙 

approaches the desired value 𝒂. 

Limits may exist approaching  𝑥 ൌ 𝑎  from either the left ቀ lim
𝒙

 
→𝒂ష

𝑓ሺ𝑥ሻቁ or the right ሺ lim
𝒙

 
→𝒂శ

𝑓ሺ𝑥ሻሻ.  If the limits 

from the left and right are the same (e.g., they are both equal to 𝐿), then the limit exists at  𝑥 ൌ 𝑎  and we say 
lim
௫

 
→௔

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐿. 

 

Continuity Definition: 

A function, 𝑓, is continuous at 𝑥 ൌ 𝑐 iff:  
a. 𝑓ሺ𝑐ሻ is defined,  
b. lim

௫
 

→௖
𝑓ሺ𝑥ሻ  exists, and 

c. lim
௫

 
→௖

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑐ሻ   

d. If  𝑥 ൌ 𝑎  is an endpoint, then the limit need only exist 

from the left or the right. 

Basically, the function value and limit at a point 
must both exist and be equal to each other. 

 

Techniques for Finding Limits 

Substitution 

The easiest method, when it works, for determining a limit is substitution.  Using this method, simply 

substitute the value of 𝑥 into the limit expression to see if it can be calculated directly. 

Example 1.1: 

lim
௫

 
→ଷ

൬
𝑥 ൅ 2
𝑥 െ 2

൰ ൌ
3 ൅ 2
3 െ 2

ൌ 𝟓 

 

Simplification 

When substitution fails, other methods must be considered.  With rational functions (and some others), 

simplification may produce a satisfactory solution. 

Example 1.2: 

lim
௫

 
→ହ

ቆ
𝑥ଶ െ 25

𝑥 െ 5
ቇ ൌ lim

௫
 

→ହ
൬

ሺ𝑥 ൅ 5ሻሺ𝑥 െ 5ሻ
ሺ𝑥 െ 5ሻ

൰ ൌ 𝑥 ൅ 5 ൌ 𝟏𝟎 

 

The curve shown is continuous everywhere 

except at the holes and the vertical asymptote. 
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Rationalization 

Rationalizing a portion of the limit expression is often useful in situations where a limit is indeterminate.  In 

the example below the limit expression has the indeterminate form ሺെ∞ ൅ ∞ሻ.  Other indeterminate forms 

are discussed later in this chapter. 

Example 1.3: 

lim
௫

 
→ିஶ

ቀ𝑥 ൅ ඥ𝑥ଶ െ 8𝑥ቁ 

First, notice that this limit is taken to  െ∞, which can often cause confusion.  So, let’s modify it so that we 

are taking the limit to ൅∞.  We do this using the substitution  𝑥 ൌ െ𝑦. 

lim
௫

 
→ିஶ

ቀ𝑥 ൅ ඥ𝑥ଶ െ 8𝑥ቁ ൌ lim
௬

 
→ାஶ

ቀെ𝑦 ൅ ඥ𝑦ଶ ൅ 8𝑦ቁ 

Next, let’s rationalize the expression in the limit by multiplying by a name for one, using its conjugate. 

(cont’d) 

lim
௬

 
→ାஶ

ቀെ𝑦 ൅ ඥ𝑦ଶ ൅ 8𝑦ቁ ൌ lim
௬

 
→ାஶ

൭
െ𝑦 ൅ ඥ𝑦ଶ ൅ 8𝑦

1
 ∙  

𝑦 ൅ ඥ𝑦ଶ ൅ 8𝑦

𝑦 ൅ ඥ𝑦ଶ ൅ 8𝑦
൱ 

ൌ lim
௬

 
→ାஶ

ቆ
െ𝑦ଶ ൅ 𝑦ଶ ൅ 8𝑦

𝑦 ൅ ඥ𝑦ଶ ൅ 8𝑦
ቇ ൌ lim

௬
 

→ାஶ
ቆ

8𝑦

𝑦 ൅ ඥ𝑦ଶ ൅ 8𝑦
ቇ 

ൌ lim
௬

 
→ାஶ

ቆ
8𝑦

𝑦 ൅ ඥ𝑦ଶ ൅ 8𝑦
ൊ

𝑦
𝑦

ቇ ൌ lim
௬

 
→ାஶ

⎝

⎛ 8

1 ൅ ට1 ൅ 8
𝑦⎠

⎞ ൌ
8

1 ൅ √1
ൌ 4 

 

L’Hospital’s Rule 

If 𝑓 and 𝑔 are differentiable functions and 𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ് 0 near 𝑎 and if:  

        lim
௫→௔

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0  and  lim
௫→௔

𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0        𝐎𝐑       lim
௫→௔

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ േ∞   and   lim
௫→௔

𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ േ∞ 

        Then,         𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇ሺ𝒙ሻ

𝒈ሺ𝒙ሻ
 ൌ  𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒂

𝒇′ሺ𝒙ሻ
𝒈′ሺ𝒙ሻ

 

Note:  L’Hospital’s rule can be repeated as many times as necessary as long as the result of each step is an 

indeterminate form.  If a step produces a form that is not indeterminate, the limit should be calculated at that 

point. 
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a) The limit of 𝑓ሺ𝑥ሻ at  𝑥 ൌ 0  exists if the limits from 

the left and right both exist and are equal.  Clearly, 

𝑓ሺ𝑥ሻ approaches the value of 1 from both the left 

and right.  Therefore,  

𝐥𝐢𝐦
𝒙 

 
→ 𝟎

𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ 𝟏 

b) The value of 𝑓ሺ0ሻ can be read from the graph: 

𝒇ሺ𝟎ሻ ൌ 𝟏 

Note that since the limits from the left and right of 0 

both exist and are equal to 𝑓ሺ0ሻ, we can also conclude 
that the function is continuous at  𝒙 ൌ 𝟎. 

The limits from the left and right are not 

the same: 

lim
௫ 

 
→ ିହష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0  and   lim
௫ 

 
→ ିହశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 10.   

Since these limits are not the same,   

𝐥𝐢𝐦
𝒙 → ି𝟓

𝒇ሺ𝒙ሻ does not exist. 
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Polynomials are continuous everywhere, so limits exist for all values of 𝑥. 

For a simple limit, try substitution first. 

lim
௫ 

 
→ ଵ

ሺ𝑥ଶ െ 2ሻଷ ൌ ሺ1ଶ െ 2ሻଷ ൌ ሺെ1ሻଷ ൌ െ𝟏 

 

For a rational expression, try simplification first. 

In this expression, there is a hole at  𝑥 ൌ െ3.  In the case of a hole in a rational expression, a limit will 

exist but the function will not be continuous at the location of the hole. 

lim
௫ 

 
→ ହ

𝑥ଶ െ 2𝑥 െ 15
𝑥 ൅ 3

ൌ lim
௫ 

 
→ ହ

ሺ𝑥 ൅ 3ሻሺ𝑥 െ 5ሻ
𝑥 ൅ 3

ൌ lim
௫ 

 
→ ହ

ሺ𝑥 െ 5ሻ ൌ ሺ5 െ 5ሻ ൌ 𝟎 

 

   

The limits from the left and right both exist and are equal.  

Clearly, 𝑓ሺ𝑥ሻ approaches the value of  െ3  from both the 

left and right as 𝑥 approaches 1.  Therefore,  

𝐥𝐢𝐦
𝒙 

 
→ 𝟏

𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ െ𝟑 

The value of 𝑓ሺ1ሻ can be read from the dot on the graph: 

𝒇ሺ𝟏ሻ ൌ 𝟏    Answer	C 

Note that since the limit as 𝑥 approaches 1 is not equal to 
𝑓ሺ1ሻ, the function is NOT continuous at  𝑥 ൌ 1. 
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This function has an endpoint where  3𝑥 െ 2 ൌ 0,  i.e., at  𝑥 ൌ ଶ

ଷ
.  Since we are looking for a limit in the 

function’s domain that is NOT at an endpoint, the limit will exist.  Limits do not exist at endpoints. 

Then, try substitution first. 

lim
௫ 

 
→ ଵ

√3𝑥 െ 2 ൌ ඥ3ሺ1ሻ െ 2 ൌ √1 ൌ 𝟏 

 

 

a) From the left: 

lim
௫ 

 
→ ଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫ 

 
→ ଵష

ሺെ6𝑥 ൅ 12ሻ ൌ ሺെ6ሺ1ሻ ൅ 12ሻ ൌ 𝟔 

b) From the right: 

lim
௫ 

 
→ ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫ 

 
→ ଵశ

ሺ5𝑥 ൅ 1ሻ ൌ ሺ5ሺ1ሻ ൅ 1ሻ ൌ 𝟔 

c) Overall: 

lim
௫ 

 
→ ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫ 

 
→ ଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 6 

Therefore,  lim
௫ 

 
→ ଵ

𝑓ሺ𝑥ሻ exists, and  lim
௫ 

 
→ ଵ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝟔 

 

 

a) From the left: 

lim
௫ 

 
→ ଷష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫ 

 
→ ଷష

ሺ𝑥ଶ ൅ 4𝑥ሻ ൌ ሺ3ଶ ൅ 4ሺ3ሻሻ ൌ 𝟐𝟏 

b) From the right: 

lim
௫ 

 
→ ଷశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫ 

 
→ ଷశ

൬
1

𝑥 െ 3
൰   

 
⇒  ൬

1
3ା െ 3

൰ ൌ 𝑫𝑵𝑬 ሺ∞ሻ 

c) Overall: 

If either the limit from the left or the limit from the right does not exist, the overall limit does not 

exist.  Therefore,  lim
௫ 

 
→ ଷ

𝑓ሺ𝑥ሻ  does not exist ሺ𝑫𝑵𝑬ሻ 

 

Note the use of the arrow 

instead of the equal sign when 

dealing with a limit that does not 

exist or with an indeterminate 

form (e.g., 
଴

଴
,

ஶ

ஶ
,

ିஶ

ିஶ
 ሻ. 
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For a rational expression, try simplification first.  Note that there is a hole at  𝑥 ൌ െ3. 

lim
௫ 

 
→ ିଷ

𝑥ଶ െ 2𝑥 െ 15
𝑥 ൅ 3

ൌ lim
௫ 

 
→ ିଷ

ሺ𝑥 ൅ 3ሻሺ𝑥 െ 5ሻ
𝑥 ൅ 3

ൌ lim
௫ 

 
→ ିଷ

ሺ𝑥 െ 5ሻ ൌ ሺെ3 െ 5ሻ ൌ െ𝟖 

 

 

For a rational expression, try simplification first.  Note that there is a hole at  𝑥 ൌ 2. 

Let’s start by getting a common denominator in the numerator of the given fraction. 

lim
௫ 

 
→ ଶ

1
𝑥 െ 1

2
ሺ𝑥 െ 2ሻ

ൌ lim
௫ 

 
→ ଶ

2
2 ∙ 1

𝑥 െ 1
2 ∙ 𝑥

𝑥
ሺ𝑥 െ 2ሻ

ൌ lim
௫ 

 
→ ଶ

2 െ 𝑥
2𝑥

ሺ𝑥 െ 2ሻ
ൌ lim

௫ 
 

→ ଶ

െሺ𝑥 െ 2ሻ
ሺ𝑥 െ 2ሻ ∙ 2𝑥

ൌ lim
௫ 

 
→ ଶ

െ1
 2𝑥

ൌ
െ1

2 ∙ 2
ൌ െ

𝟏
𝟒
 

 

 

For a rational expression, try simplification first.  Note that there is a hole at  𝑥 ൌ 4. 

lim
௫ 

 
→ ସ

√𝑥 െ 2
ሺ𝑥 െ 4ሻ

ൌ lim
௫ 

 
→ ସ

√𝑥 െ 2

൫√𝑥 െ 2൯൫√𝑥 ൅ 2൯
ൌ lim

௫ 
 

→ ସ

1

൫√𝑥 ൅ 2൯
ൌ

1

൫√4 ൅ 2൯
ൌ

𝟏
𝟒
 

 

 

Recall that for a function to be continuous at a point, the limit and the value of the function must 

both exist and must be equal at the desired value of 𝒙.  Let’s start by looking at the limit of 𝑓ሺ𝑥ሻ: 

lim
௫ 

 
→ ଺

1
ሺ𝑥ଶ െ 6𝑥ሻ

  
 

⇒  
1

ሺ6ଶ െ 6ሺ6ሻሻ
  

 
⇒  

1
0

  
 

⇒   𝐷𝑁𝐸 

Since the limit does not exist at  𝑥 ൌ 6,  we conclude that 𝒇ሺ𝒙ሻ is not continuous at  𝒙 ൌ 𝟔. 
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Recall that for a function to be continuous at a point, the limit and the value of the function must all 

exist and be equal at the desired value of 𝑥.  Let’s start by looking at the limit of 𝑓ሺ𝑥ሻ: 

lim
௫ 

 
→ ସ

൬
𝑥 െ 4
𝑥 ൅ 5

൰  ൌ  ൬
4 െ 4
4 ൅ 5

൰  ൌ  
0
9

 ൌ   0 

Also,  

𝑓ሺ4ሻ ൌ ൬
4 െ 4
4 ൅ 5

൰  ൌ   
0
9

 ൌ   0 

Since the limit and function value both exist and are equal at  𝑥 ൌ 4,  we conclude that 𝒇ሺ𝒙ሻ is 
continuous at  𝒙 ൌ 𝟒. 

 

 

 

To be discontinuous, the limits from the left and right need to be unequal.  The only possible point of 

discontinuity is at 𝑥 ൌ 5, i.e., at the split between the two parts of the function. 

a) From the left: 

lim
௫ 

 
→ ହష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫ 

 
→ ହష

ሺ𝑥 െ 5ሻ ൌ ሺ5 െ 5ሻ ൌ 0 

b) From the right: 

lim
௫ 

 
→ ହశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫ 

 
→ ହశ

ሺ𝑥ଶ െ 10ሻ ൌ 5ଶ െ 10 ൌ 15 

c) Overall: 

Since  lim
௫ 

 
→ ହష

𝑓ሺ𝑥ሻ ് lim
௫ 

 
→ ହశ

𝑓ሺ𝑥ሻ , ሺi. e. , 0 ് 15ሻ,  we see that the limits are not equal from the left 

and the right.  Therefore, we conclude that 𝒇ሺ𝒙ሻ is not continuous at 𝒙 ൌ 𝟓. 

Also, since  lim
௫ 

 
→ ହష

𝑓ሺ𝑥ሻ ് lim
௫ 

 
→ ହశ

𝑓ሺ𝑥ሻ,  we conclude that  lim
௫ 

 
→ ହశ

𝑓ሺ𝑥ሻ   does not exist.  Note that this is not 

required for the problem, but it’s a good idea to see what else we can conclude from the problem. 
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Recall that for a function to be continuous at a point, the limit and the value of the function must both 

exist and be equal at the desired value of 𝑥.  Let’s start by looking at the limit of 𝑓ሺ𝑥ሻ: 

lim
௫ 

 
→ ଷ

ቆ
𝑥ଶ െ 9
𝑥 െ 3

ቇ  ൌ lim
௫ 

 
→ ଷ

ሺ𝑥 ൅ 3ሻሺ𝑥 െ 3ሻ
ሺ𝑥 െ 3ሻ

 ൌ  lim
௫ 

 
→ ଷ

ሺ𝑥 ൅ 3ሻ  ൌ  3 ൅ 3  ൌ  6 

Also,  

𝑓ሺ3ሻ ൌ 6    (from the second line of the definition of 𝑓ሺ𝑥)) 

Since the limit and function value both exist and are equal at  𝑥 ൌ 3,  we conclude that 𝒇ሺ𝒙ሻ is 
continuous at  𝒙 ൌ 𝟑. 

 

 

 

Slopes of tangent lines are obtained via the derivative of a function, evaluated at the point of 

tangency.  We are required to use the limit definition of the derivative for this assignment. 

Definition of a Derivative (from the Calculus Handbook) 

          
𝑑

𝑑𝑥
 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௛
 

→଴

𝑓ሺ𝑥 ൅ ℎሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ
ℎ

         or          
𝑑

𝑑𝑥
 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫
 

→௔

𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑎ሻ
𝑥 െ 𝑎

 

So,  

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ ൅ 5𝑥 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ lim
௛

 
→଴

𝑓ሺ𝑥 ൅ ℎሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ
ℎ

ൌ lim
௛

 
→଴

ሾሺ𝑥 ൅ ℎሻଶ ൅ 5ሺ𝑥 ൅ ℎሻሿ െ ሾ𝑥ଶ ൅ 5𝑥ሿ
ℎ

 

ൌ lim
௛

 
→଴

ሾ𝑥ଶ ൅ 2ℎ𝑥 ൅ ℎଶ ൅ 5𝑥 ൅ 5ℎሿ െ ሾ𝑥ଶ ൅ 5𝑥ሿ
ℎ

 

ൌ lim
௛

 
→଴

2ℎ𝑥 ൅ ℎଶ ൅ 5ℎ
ℎ

ൌ lim
௛

 
→଴

ሺ2𝑥 ൅ ℎ ൅ 5ሻ ൌ 2𝑥 ൅ 5 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 ൅ 5 

Substituting  𝑥 ൌ 4,  we have: 

𝑓ᇱሺ4ሻ ൌ 2ሺ4ሻ ൅ 5 ൌ 𝟏𝟑 
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The equation of a tangent line requires a point and a slope.  We are given the point ሺ4, 33ሻ, but we 
need a slope.  We are required to use the limit definition of the derivative for this assignment.  So, 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 3 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ lim
௛

 
→଴

𝑓ሺ𝑥 ൅ ℎሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ
ℎ

ൌ lim
௛

 
→଴

ሾ2ሺ𝑥 ൅ ℎሻଶ ൅ ሺ𝑥 ൅ ℎሻ െ 3ሿ െ ሾ2𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 3ሿ
ℎ

 

ൌ lim
௛

 
→଴

ሾ2𝑥ଶ ൅ 4ℎ𝑥 ൅ 2ℎଶ ൅ 𝑥 ൅ ℎ െ 3ሿ െ ሾ2𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 3ሿ
ℎ

 

ൌ lim
௛

 
→଴

4ℎ𝑥 ൅ 2ℎଶ ൅ ℎ
ℎ

ൌ lim
௛

 
→଴

ሺ4𝑥 ൅ 2ℎ ൅ 1ሻ ൌ 4𝑥 ൅ 1 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 4𝑥 ൅ 1 

𝑓ᇱሺ4ሻ ൌ 4ሺ4ሻ ൅ 1 ൌ 17,  which is the slope of the tangent line. 

Then, using the slope and point we have for this problem, the equation of the tangent line is: 

𝑦 ൌ 17ሺ𝑥 െ 4ሻ ൅ 33   (in ℎ, 𝑘 form) 

𝑦 ൌ 17𝑥 െ 68 ൅ 33 

𝒚 ൌ 𝟏𝟕𝒙 െ 𝟑𝟓   (in slope‐intercept form) 

 

 

Presumably, we are being asked to use the first of the above limit definitions (the 𝑥 ൅ ℎ one), although 
at a given point, we could use either one. 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 8𝑥 െ 11 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ lim
௛

 
→଴

𝑓ሺ𝑥 ൅ ℎሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ
ℎ

ൌ lim
௛

 
→଴

ሾሺ𝑥 ൅ ℎሻଶ െ 8ሺ𝑥 ൅ ℎሻ െ 11ሿ െ ሾ𝑥ଶ െ 8𝑥 െ 11ሿ
ℎ

 

ൌ lim
௛

 
→଴

ሾ𝑥ଶ ൅ 2ℎ𝑥 ൅ ℎଶ െ 8𝑥 െ 8ℎ െ 11ሿ െ ሾ𝑥ଶ െ 8𝑥 െ 11ሿ
ℎ

 

ൌ lim
௛

 
→଴

2ℎ𝑥 ൅ ℎଶ െ 8ℎ
ℎ

ൌ lim
௛

 
→଴

ሺ2𝑥 ൅ ℎ െ 8ሻ ൌ 2𝑥 െ 8 

𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൌ 𝟐𝒙 െ 𝟖 

𝑓ᇱሺ6ሻ ൌ 2 ∙ 6 െ 8 ൌ 𝟒 
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𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 7𝑥 ൅ 8 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ lim
௛

 
→଴

𝑓ሺ𝑥 ൅ ℎሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ
ℎ

ൌ lim
௛

 
→଴

ሾ7ሺ𝑥 ൅ ℎሻ ൅ 8ሿ െ ሾ7𝑥 ൅ 8ሿ
ℎ

 

ൌ lim
௛

 
→଴

ሾ7𝑥 ൅ 7ℎ ൅ 8ሿ െ ሾ7𝑥 ൅ 8ሿ
ℎ

 

ൌ lim
௛

 
→଴

7ℎ
ℎ

ൌ lim
௛

 
→଴

ሺ7ሻ ൌ 7 

𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൌ 𝟕 

𝑓ᇱሺ5ሻ ൌ 𝟕     In fact,  𝑓ᇱሺany value of 𝑥ሻ ൌ 7       (note that 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 7𝑥 ൅ 8 is a line with slope 7) 

 

 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ √𝑥 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ lim
௛

 
→଴

𝑓ሺ𝑥 ൅ ℎሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ
ℎ

ൌ lim
௛

 
→଴

√𝑥 ൅ ℎ െ √𝑥
ℎ

 

ൌ lim
௛

 
→଴

√𝑥 ൅ ℎ െ √𝑥
ℎ

 ∙ 
√𝑥 ൅ ℎ ൅ √𝑥

√𝑥 ൅ ℎ ൅ √𝑥
 

ൌ lim
௛

 
→଴

ሺ𝑥 ൅ ℎሻ െ 𝑥

 ℎ ∙ ൫√𝑥 ൅ ℎ ൅ √𝑥൯
  

ൌ lim
௛

 
→଴

ℎ

 ℎ ∙ ൫√𝑥 ൅ ℎ ൅ √𝑥൯
  

ൌ lim
௛

 
→଴

1

 ൫√𝑥 ൅ ℎ ൅ √𝑥൯
  

ൌ
1

 ൫√𝑥 ൅ √𝑥൯
ൌ

1

2√𝑥
 

𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൌ
𝟏

𝟐√𝒙
 

𝑓ᇱሺ100ሻ ൌ
1

2√100
ൌ

𝟏
𝟐𝟎
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We are given:     𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ       𝑥 ൌ 2 

“Instantaneous rate of change” is wording for the derivative.  So, we are being asked for 𝑓′ሺ2ሻ. 

We are required to use the limit definition of the derivative for this assignment.  So, 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ lim
௛

 
→଴

𝑓ሺ𝑥 ൅ ℎሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ
ℎ

ൌ lim
௛

 
→଴

ሾሺ𝑥 ൅ ℎሻଷሿ െ ሾ𝑥ଷሿ
ℎ

 

ൌ lim
௛

 
→଴

ሾ𝑥ଷ ൅ 3𝑥ଶℎ ൅ 3𝑥ℎଶ ൅ ℎଷሿ െ ሾ𝑥ଷሿ
ℎ

 

ൌ lim
௛

 
→଴

3𝑥ଶℎ ൅ 3𝑥ℎଶ ൅ ℎଷ

ℎ
ൌ lim

௛
 

→଴
ሺ3𝑥ଶ ൅ 3𝑥ℎ ൅ ℎଶሻ ൌ 3𝑥ଶ 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥ଶ 

𝑓ᇱሺ2ሻ ൌ 3 ∙ 2ଶ ൌ 𝟏𝟐  inches3 per inch of length, width, or height 

Note:  The units in this problem are weird, but word problems typically require units.  Note that, in 

Calculus class, there would typically be a time element in this kind of problem, so the units would be 

“per minute”, “per second”, or something similar. 

 

 

𝑠ሺ𝑡ሻ ൌ െ16𝑡ଶ ൅ 96𝑡 ൅ 4    This is the correct position function (not the one given). 

Recall that instantaneous velocity is the derivative of position. 

𝑣ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑠ᇱሺ𝑡ሻ ൌ lim
௛

 
→଴

𝑠ሺ𝑡 ൅ ℎሻ െ 𝑠ሺ𝑡ሻ
ℎ

ൌ lim
௛

 
→଴

ሾെ16ሺ𝑡 ൅ ℎሻଶ ൅ 96ሺ𝑡 ൅ ℎሻ ൅ 4ሿ െ ሾെ16𝑡ଶ ൅ 96𝑡 ൅ 4ሿ
ℎ

 

ൌ lim
௛

 
→଴

ሾെ16𝑡ଶ െ 32ℎ𝑡 െ 16ℎଶ ൅ 96𝑡 ൅ 96ℎ ൅ 4ሿ െ ሾെ16𝑡ଶ ൅ 96𝑡 ൅ 4ሿ
ℎ

 

ൌ lim
௛

 
→଴

െ32ℎ𝑡 െ 16ℎଶ ൅ 96ℎ
ℎ

ൌ lim
௛

 
→଴

ሺെ32𝑡 െ 16ℎ ൅ 96ሻ ൌ െ32𝑡 ൅ 96 

𝑣ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑠ᇱሺ𝑡ሻ ൌ െ32𝑡 ൅ 96    This is the velocity function. 

𝑣ሺ2.1ሻ ൌ െ32 ∙ ሺ2.1ሻ ൅ 96 ൌ 𝟐𝟖. 𝟖 ft. per second. 
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