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Let’s start by summarizing a few things: 

Rate of input (gravel arriving):   ሻݐሺܩ       ൌ 90 ൅ 45	 cos ቀ௧
మ

ଵ଼
ቁ,  0 ൑ ݐ ൑ 8 

Rate of output (gravel processed):  ሻݐሺܨ       ൌ 100,  0 ൑ ݐ ൑ 8 

Rate of change of amount of gravel:        ܪሺݐሻ ൌ ሻݐሺܩ െ  ሻ,  soݐሺܨ

ሻݐሺܪ       ൌ 45	 cos ቀ௧
మ

ଵ଼
ቁ െ 10,  0 ൑ ݐ ൑ 8 

Starting amount of unprocessed gravel:  500 tons 

 

ሻݐሺܩ ൌ 90 ൅ 45	 cos ቆ
ଶݐ

18
ቇ 

ሻݐᇱሺܩ ൌ െ45	 sin ቆ
ଶݐ

18
ቇ ∙

ݐ2
18

ൌ െ5ݐ	 sin ቆ
ଶݐ

18
ቇ 

ᇱሺ5ሻܩ ൌ െ5 ∙ 5	 sin ቆ
5ଶ

18
ቇ ൌ െ25 sin ൬

25
18
൰ ൌ െ૛૝. ૞ૡૡ									ሺremember	to	use	radiansሻ 

The units for ܩሺݐሻ are  tons per hour, so the units for ܩᇱሺݐሻ are tons per hour per hour, or 

ܛܖܗܜ
૛ܚܝܗܐ

 

Interpretation:  the acceleration in arriving gravel at time ࢚ ൌ ૞ hours is  െ૛૝. ૞ૡૡ	 ܛܖܗܜ
૛ܚܝܗܐ

.  

Alternatively, the rate at which gravel is arriving is slowing down at െ૛૝. ૞ૡૡ	 ܛܖܗܜ
૛ܚܝܗܐ

  at 

time ࢚ ൌ ૞ hours.   
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Unprocessed gravel arriving is based on ܩሺݐሻ, which is the rate at which gravel arrives. 

න ሻݐሺܩ
଼

଴
ݐ݀ ൌ න ቈ90 ൅ 45	 cos ቆ

ଶݐ

18
ቇ቉

଼

଴
ݐ݀ ൌ ૡ૛૞. ૞૞૚								ሺusing	calculatorሻ 

 

The amount of unprocessed gravel is based on the function ܪሺݐሻ that we defined above. 

 ሻ is the rate at which the amount unprocessed gravel is changing, so we can look atݐሺܪ

 .ሺ5ሻ to answer this questionܪ

ሻݐሺܪ ൌ 45	 cos ቆ
ଶݐ

18
ቇ െ 10 

ሺ5ሻܪ ൌ 45	 cos ቆ
5ଶ

18
ቇ െ 10 ൌ െ૚. ૡ૞ૢ	

ܛܖܗܜ
ܚܝܗܐ

									 ሺremember	to	use	radiansሻ 

So the amount of unprocessed gravel at time  ݐ ൌ 5  is decreasing. 

 

A maximum must occur either at the endpoints of the period or at a critical value in the 

period.  Let’s find the critical value(s) of ݐ	in the interval 0 ൑ ݐ ൑ 8.  Recall that ܪሺݐሻ is the 
rate of change in the amount of gravel.  A critical value is obtained when ܪሺݐሻ ൌ 0.  

ሻݐሺܪ ൌ 45	 cos ቆ
ଶݐ

18
ቇ െ 10 ൌ 0 

ݐ ൌ ට18 cosିଵ ቀଶ
ଽ
ቁ 	ൌ 	4.923 hours 

Note that the graph of ܪሺݐሻ at right confirms that this is indeed a 

point where ܪሺݐሻ ൌ 0.  Note also that ܪሺݐሻ ൐ 0 to the left of  
ݐ ൌ 4.923  and that  ܪሺݐሻ ൏ 0 to the right of  ݐ ൌ 4.923.  This 
proves that ݐ ൌ 4.923  is a relative maximum. 

Further, because  ܪሺݐሻ ൐ 0  for all  ݐ ൏ 4.923, we can conclude that the amount of 

unprocessed gravel is lower at ݐ ൌ 0 than it is at  ݐ ൏ 4.923.  Likewise, because ܪሺݐሻ ൏ 0  
for all  ݐ ൐ 4.923, we can conclude that the amount of unprocessed gravel is lower at ݐ ൌ 8 
than it is at  ݐ ൌ 4.923.  So the global maximum occurs at  ݐ ൌ 4.923.  Finally, 

Amount	of	Gravel	ሺ4.923ሻ ൌ 500 ൅ න ቈ45	 cos ቆ
ଶݐ

18
ቇ െ 10቉

ସ.ଽଶଷ

଴
ݐ݀ ൌ ૟૜૞. ૜ૠ૟ 
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Recall that speed is the absolute value 

of velocity, so we want all values of ݐ 
where  ݒሺݐሻ ൌ 2  and where  
ሻݐሺݒ ൌ െ2.  Use a calculator to graph 
the function and find these values.  

Based on the graph, we conclude that 

there are two points in the interval 

ሾ2, 4ሿ  where  speed	 ൌ 	2,  namely: 

࢚ ൌ ሼ૜. ૚૛ૡ, ૜. ૝ૠ૜ሽ 

 

 

࢙ሺ࢚ሻ ൌ ሺ0ሻݏ ൅ න ሻݔሺݒ
௧

଴
ݔ݀ ൌ ࢙ሺ૙ሻ ൅ න ቂെ૛ ൅ ሺ࢞૛ ൅ ૜࢞ሻ

૟
૞ൗ െ ࢞૜ቃ

࢚

૙
 ࢞ࢊ

 

 

 

 

 

ሻݐሺݒ ൌ െ2 ൅ ሺݔଶ ൅ ሻݔ3
଺
ହൗ െ  ଷݔ

The particle changes direction when 

velocity changes from positive to 

negative or from negative to positive.  

Based on the graph of the function, 

this occurs at two values of t: 

࢚ ൌ ሼ૙. ૞૜૟, ૜. ૜૚ૡሽ 

   

ሺ5ሻݏ ൌ ሺ0ሻݏ ൅ න ቂെ2 ൅ ሺݔଶ ൅ ሻݔ3
଺
ହൗ െ ଷቃݔ

ହ

଴
 ݔ݀

ൌ 10 െ 19.207 ൌ െૢ. ૛૙ૠ 
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Speed is increasing when the signs of the first and second derivatives of the position 

function (i.e., velocity and acceleration) are the same.  Speed is decreasing when the signs 

of the first and second derivatives of the position function are different. 

Velocity: 

ሻݐሺݒ ൌ െ2 ൅ ሺݐଶ ൅ ሻݐ3
଺
ହൗ െ  ଷݐ

ሺ4ሻݒ ൌ െ2 ൅ ሺ4ଶ ൅ 3 ∙ 4ሻ
଺
ହൗ െ 4ଷ ൌ െ૚૚. ૝ૠ૟ 

Acceleration: 

ܽሺݐሻ ൌ ሻݐᇱሺݒ ൌ
6
5
	ሺݐଶ ൅ ሻݐ3

ଵ
ହൗ 	ሺ2ݐ ൅ 3ሻ െ  ଶݐ3

ܽሺ4ሻ ൌ ᇱሺ4ሻݒ ൌ
6
5
	ሺ4ଶ ൅ 3 ∙ 4ሻ

ଵ
ହൗ 	ሺ2 ∙ 4 ൅ 3ሻ െ 3 ∙ 4ଶ ൌ െ૛૛. ૛ૢ૟ 

Since velocity and acceleration are both negative (i.e., they have the same sign) at  ݐ ൌ 4,  
we conclude that speed is increasing at  ݐ ൌ 4. 
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 .ሺ4ሻܥ ሺ3ሻ andܥ ሺ3.5ሻ can be estimated as the slope of the secant line containing′ܥ

	~	ᇱሺ3.5ሻܥ
ሺ4ሻܥ െ ሺ3ሻܥ

4 െ 3
ൌ 	
12.8 െ 11.2

1
ൌ ૚. ૟	ܛ܍܋ܖܝܗ	ܚ܍ܘ	܍ܜܝܖܑܕ 

 

The Mean Value Theorem states that if a function ݂ is continuous on an interval  ሾܽ, ܾሿ	 and 
differentiable on the interval  ሺܽ, ܾሻ,  then there is at least one value ܿ such that: 

݂ᇱሺܿሻ ൌ
݂ሺܾሻ െ ݂ሺܽሻ

ܾ െ ܽ
. 

For this problem, let ܽ ൌ 2, ܾ ൌ 4.  The function ܥ is differentiable on the interval  ሺ0, 6ሻ  
and is, therefore, differentiable on the interval  ሺ2, 4ሻ  and continuous on the interval  
ሾ2, 4ሿ.  It follows, then, that there is at least one value ݐ such that: 

ሻݐᇱሺܥ ൌ
ሺܾሻܥ െ ሺܽሻܥ

ܾ െ ܽ
ൌ 	
ሺ4ሻܥ െ ሺ2ሻܥ

4 െ 2
ൌ 	
12.8 െ 8.8
4 െ 2

ൌ 2 

Therefore, there is a time ࢚ such that  ࡯ᇱሺ࢚ሻ ൌ ૛. 
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To calculate the midpoint sum with three subintervals of equal length, the length of each 

sub‐interval must be  6 ൊ 3 ൌ 2,  so the intervals are  ሾ0, 2ሿ, ሾ2, 4ሿ and ሾ4, 6ሿ.  The 
midpoints of these intervals are  ݐ ൌ ሼ1, 3, 5ሽ.  Then, 

׬ ሻݐሺܥ
଺
଴ ݐ݀ ൌ 2 ∙ ሺ5.3 ൅ 11.2 ൅ 13.8ሻ ൌ 60.6 ounces 

૚

૟
׬ ሺ࢚ሻ࡯
૟
૙ ࢚ࢊ ൌ ૚૙. ૚ ounces 

Explanation:  ׬ ሻݐሺܥ
଺
଴  is the total number of ounces of coffee that drips into the large  ݐ݀

cup over the 6 minute interval being measured.  So,  
૚

૟
׬ ሺ࢚ሻ࡯
૟
૙  is the average number  ࢚ࢊ

of ounces of coffee that drips into the large cup in one minute over the ૟ minute interval 

being measured. 

 

 

ሻݐሺܤ ൌ 16 െ 16݁ି଴.ସ௧ 

ሻݐᇱሺܤ ൌ ሺെ0.4ሻሺെ16݁ି଴.ସ௧ሻ ൌ 6.4	݁ି଴.ସ௧ 

ᇱሺ5ሻܤ ൌ 6.4	݁ି଴.ସ∙ହ ൌ ૟. ૝	ିࢋ૛ ൌ
૟. ૝
૛ࢋ

 ܍ܜܝܖܑܕ	ܚ܍ܘ	ܛ܍܋ܖܝܗ	
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݂ has a local minimum at  ݔ ൌ ܽ  if and only if  ݂ᇱሺܽሻ ൌ 0  and ݂ᇱ changes from negative to positive 

as the curve passes through  ݔ ൌ ܽ.  This occurs only at  ࢞ ൌ ૟. 

 

 

The absolute minimum occurs at either an endpoint or a local minimum.  So let’s test each. 

Endpoint:  ݂ሺ8ሻ ൌ 4 

Local min:  ݂ሺ6ሻ ൌ ݂ሺ8ሻ െ ׬ ݂ሺݔሻ	݀ݔ
଼
଺ ൌ 4 െ 7 ൌ െ3 

Endpoint:  ݂ሺ0ሻ ൌ ݂ሺ6ሻ െ ׬ ݂ሺݔሻ	݀ݔ
଺
଴ ൌ െ3 െ ሺെ3 ൅ 6 ൅ 2ሻ ൌ െ8 

So, the absolute minimum occurs at  ݔ ൌ 0,  and the absolute minimum value of ݂	is – ૡ. 

 

 

݂ is concave down where the curve of ݂ᇱ is decreasing. 

݂ is increasing where the curve of ݂ᇱ is positive. 

These conditions are met simultaneously on the open intervals  ࢞ ∈ ሼሺ૙, ૚ሻ, ሺ૜, ૝ሻሽ. 

 

 

ݔ ൌ ݔ6 ൌ 4 
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The slope of the tangent line at  ݔ ൌ 3  is  ݃ᇱሺ3ሻ. 

݃ሺݔሻ ൌ ሺ݂ሺݔሻሻଷ 

݃ᇱሺݔሻ ൌ 3	ሺ݂ሺݔሻሻଶ ∙ ݂ᇱሺݔሻ 

݃ᇱሺ3ሻ ൌ 3	ሺ݂ሺ3ሻሻଶ ∙ ݂ᇱሺ3ሻ ൌ 3 ∙ ൬െ
5
2
൰
ଶ

∙ 	4 

	ൌ ૠ૞ 

   

݂ᇱሺ3ሻ ൌ 4  from 

the above graph. 
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First notice that the top function is:  ݃ሺݔሻ ൌ 4 ݏ݋ܿ ቀଵ
ସ
  : and the bottom function is	ቁݔߨ

݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ2 െ ݔ6 ൅ 4.  Then, 

ܣ ൌ න ሾ݃ሺݔሻ െ ݂ሺݔሻሿ
ଶ

଴
ݔ݀ ൌ න ൤4 ݏ݋ܿ ൬

1
4
൰ݔߨ െ ሺ2ݔଶ െ ݔ6 ൅ 4ሻ൨

ଶ

଴
 ݔ݀

				ൌ 4න ݏ݋ܿ ൬
1
4
൰ݔߨ

ଶ

଴
ݔ݀ െ න ሺ2ݔଶ െ ݔ6 ൅ 4ሻ

ଶ

଴
 ݔ݀

Next, use ݑ‐substitution on the first integral.	 

Let:  ݑ ൌ ଵ

ସ
ݑ݀  :Then  .ݔߨ ൌ ଵ

ସ
and so,  ସ  ݔ݀	ߨ

గ
ݑ݀	 ൌ  .ݔ݀

When  ݔ ൌ 0, ݑ ൌ 0  and when  ݔ ൌ 2, ݑ ൌ గ

ଶ
.  Now, back to calculating the area. 

ܣ ൌ 4න ሺcos ሻݑ

గ
ଶ

଴
∙
4
ߨ
	ݑ݀	 െ	න ሺ2ݔଶ െ ݔ6 ൅ 4ሻ

ଶ

଴
 ݔ݀

				ൌ
16
ߨ
sin ݑ ቤ

ߨ
2ൗ
0
		െ		 ሺ

2
3
ଷݔ െ ଶݔ3 ൅ ሻݔ4 ฬ

2
0
 

				ൌ ൤
16
ߨ
ሺ1 െ 0ሻ൨ 	െ		 ൤൬

2
3
∙ 2ଷ െ 3 ∙ 2ଶ ൅ 4 ∙ 2൰ െ 0൨ 

				ൌ
16
ߨ
	െ	൬

2
3
∙ 2ଷ െ 3 ∙ 2ଶ ൅ 4 ∙ 2൰ ൌ

16
ߨ
	െ ൬

16
3
െ 12 ൅ 8൰ 

				ൌ
૚૟
࣊
	െ

૝
૜
	ൌ 	

૝ૡ െ ૝࣊
૜࣊

 

 

 

݃

݂
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Cross section:     

4 cos ቀ
ଵ

ସ
πxቁ െ ሺ2xଶ െ 6x ൅ 4ሻ   

 

              4 cos ቀ
ଵ

ସ
πxቁ െ ሺ2xଶ െ 6x ൅ 4ሻ 

 

We must use the washer method because there is a gap between the region we are 
revolving and its reflection across the axis of revolution, 	࢟ ൌ ૝.  

The washer method is simply a double use of the disk method.  We 

create a large disk and a small disk, and then subtract the two to obtain 

the “washer.”  

Revolving about a horizontal line means our disks are vertical, as 
shown, and we should integrate with respect to ࢞. 

The height of the larger disk is the distance between the axis of 
revolution, ݕ ൌ 4  and the curve  ݕ ൌ ଶݔ2 െ ݔ6 ൅ 4, so the 
height is  ݂ሺݔሻ ൌ 4 െ ሺ2ݔଶ െ ݔ6 ൅ 4ሻ ൌ െ2ݔଶ ൅  .ݔ6

The height of the smaller disk is the distance between the axis of 

revolution, ݕ ൌ 4  and the curve  ݕ ൌ 4 cos ቀଵ
ସ
 :ቁ, so the height isݔߨ

݃ሺݔሻ ൌ 4 െ 4 cos ቀଵ
ସ
 .ቁݔߨ

We move the disks from left to right through the region, i.e., from  ݔ ൌ 0  to  ݔ ൌ 2. 

The volume is determined from the formula:  ܸ ൌ ߨ ׬ ቂሺ݂ሺݔሻሻଶ െ ൫݃ሺݔሻ൯
ଶ
ቃ ݔ݀	

௕
௔ .  

Therefore,  

ࢂ ൌ ࣊න ቈሺെ૛࢞૛ ൅ ૟࢞ሻ૛ െ ൬૝ െ ૝ ܛܗ܋ ൬
૚
૝
࣊࢞൰൰

૛

቉ ࢞ࢊ	
૛

૙
 

 

 

The ݔ‐values at the endpoints of the region are  ࢞ ൌ ሼ૙, ૛ሽ. 

The difference of the curves is:  4 cos ቀଵ
ସ
ቁݔߨ െ ሺ2ݔଶ െ ݔ6 ൅ 4ሻ. 

The formula for the area of a square is  ܣ ൌ  ,ଶݏ
where ݏ is the length of a side of the square. 

Since the cross sections are squares, we set: 

ݏ ൌ 4 cos ቀ1
4
ቁݔߨ െ ሺ22ݔ െ ݔ6 ൅ 4ሻ, apply the 

formula for the area of a square and integrate to 

get the volume:  

ܸ ൌ න ሻݔሺܣ
ଶ

଴
ݔ݀ ൌ න ቆ૝ܛܗ܋ቆ

૚
૝
࣊࢞ቇ െ ሺ૛࢞૛ െ ૟࢞ ൅ ૝ሻቇ

૛૛

૙
 ࢞ࢊ	
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ݕ݀
ݔ݀

ൌ ݁௬	ሺ3ݔଶ െ  ሻݔ6

At the point  ሺ1, 0ሻ:    
ௗ௬

ௗ௫
 ൌ ݁௬	ሺ3ݔଶ െ ሻݔ6 ൌ 	 ݁଴	ሺ3 ∙ 1ଶ െ 6 ∙ 1ሻ ൌ 	െ3 

So, the slope of the line is  ݉ ൌ െ3.  Recall that a point on the line is  ሺ1, 0ሻ.  Then, an equation for 
the tangent line is: 

࢟ ൌ െ૜	ሺ࢞ െ ૚ሻ     or     ࢟ ൌ െ૜࢞ ൅ ૜ 

Then, 

.ሺ૚ࢌ ૛ሻ ൌ െ3ሺ1.2ሻ ൅ 3 ൌ െ૙. ૟ 

 

 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ ݁௬	ሺ3ݔଶ െ  ሻݔ6

ௗ௬

௘೤	
 ൌ ሺ3ݔଶ െ ݕ݀	so,     ݁ି௬     ݔ݀	ሻݔ6 ൌ 	 ሺ3ݔଶ െ  ݔ݀	ሻݔ6

න݁ି௬	݀ݕ ൌ 	නሺ3ݔଶ െ  ݔ݀	ሻݔ6

െ݁ି௬ ൌ ଷݔ െ ଶݔ3 ൅       ܥ

Substituting in  ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ1, 0ሻ  gives:   െ݁଴ ൌ 1ଷ െ 3 ∙ 1ଶ ൅ or   െ1    ܥ ൌ െ2 ൅ ܥ  ,so  ܥ ൌ 1 

Substituting  ܥ ൌ 1  and continuing with the Algebra gives: 

െ݁ି௬ ൌ ଷݔ െ ଶݔ3 ൅ 1 

݁ି௬ ൌ െݔଷ ൅ ଶݔ3 െ 1 

െݕ ൌ lnሺെݔଷ ൅ ଶݔ3 െ 1ሻ 

࢟ ൌ െ ൫െ࢞૜ܖܔ ൅ ૜࢞૛ െ ૚൯ 

 


