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Solution:  The slope of the tangent line is		
ௗ௬

ௗ௫
		at the point where		ݐ ൌ 1.	

  ݔ           ൌ ଶݐ ൅ ݕ																																				ݐ2 ൌ ଷݐ ൅  ଶݐ
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  Then, the line has equation:		ݕ ൌ
ହ

ସ
ݔ ൅ ܾ		or the form  ૞࢞ െ ૝࢟ ൌ  ࢉ   Answer D 

	

	

	

	

	

ଶݔ3 ൅ ݕݔ2 ൅ ଶݕ ൌ 1 

ݔ6 ൅ ሺ2ݕ ൅ ᇱሻݕݔ2 ൅ ᇱݕݕ2 ൌ 0 

ሺ6ݔ ൅ ሻݕ2 ൅ ሺ2ݔ ൅ ᇱݕ	ሻݕ2 ൌ 0 

ሺ2ݔ ൅ ᇱݕ	ሻݕ2 ൌ െሺ6ݔ ൅  ሻݕ2

ᇱݕ	 ൌ െ
ሺ6ݔ ൅ ሻݕ2
ሺ2ݔ ൅ ሻݕ2

 

࢟ᇱ ൌ െ
ሺ૜࢞ ൅ ࢟ሻ
ሺ࢞ ൅ ࢟ሻ

 

Solution:  This problem requires implicit differentiation:  

Differentiate: 

Answer B 



	

	 	 	 ොݕ	 ൌ ݃ሺെ1ሻ ൅ ݃ᇱሺݔଵሻ ∙ ሾ0.5 െ ሺെ1ሻሿ ൅ ݃ᇱሺݔଶሻ ∙ ሾ2.0 െ ሺ0.5ሻሿ	

	ෝ࢟ ൌ െ2 ൅ ሺ2ሻ ∙ ሺ1.5ሻ ൅ 1 ∙ ሺ1.5ሻ ൌ ૛. ૞	

	

	 Solution:  Using the root test: 

																				 lim
௡→ஶ

ඨฬ
݊ ∙ 3௡

௡ݔ
ฬ

೙

			ൌ 			 lim		
௡→ஶ

√݊
೙ 	 ∙ 	 ฬ൬

3
ݔ
൰ฬ 	൏ 	1 							

	
⇒ 								 ฬ

3
ݔ
ฬ ൏ 1 							

	
⇒ 								 |࢞| ൐ ૜	

Testing the endpoints is not needed since there are no answers (A to E) including both this 

solution and one or both endpoints.  However, note that at the endpoints, 

෍
݊ ∙ 3௡

3௡

ஶ

௡ୀଵ

ൌ ෍݊

ஶ

௡ୀଵ

								and								෍
݊ ∙ 3௡

ሺെ3ሻ௡

ஶ

௡ୀଵ

ൌ ෍ሺെ1ሻ௡݊

ஶ

௡ୀଵ

								both	diverge.	

Solution:  Euler’s method uses the slope at the beginning of each interval (of 

which there are two), and the length of each interval to estimate the value of 

a function, as follows: 

Answer D

Note that: lim
௡→ஶ

√݊
೙ ൌ 1 

Answer D 



		

	

	

	

	

	

	

	

  Solution:  By the Fundamental Theorem of Calculus, 

න ሻݔᇱሺܨ
௔ା௛

௔
		ݔ݀	 ൌ ሺܽܨ		 ൅ ݄ሻ 	െ  ሺܽሻܨ	

  Then, 

lim
௛
	
→଴
	
1	
݄
න ሻݔᇱሺܨ
௔ା௛

௔
ݔ݀	 			ൌ 			 lim

௛
	
→଴
	
ሺܽܨ ൅ ݄ሻ 	െ ሺܽሻܨ	

݄
 

  Which is the very definition of:		 	  ሻࢇᇱሺࡲ

	

	
݀
ݔ݀

	݂ሺݑሻ ൌ
݀
ݑ݀

	݂ሺݑሻ ∙ 	
ݑ݀
ݔ݀
	

	
ࢊ
࢞ࢊ

ሺ࢛ሻࢌ	 	ൌ 	݃ሺݑሻ ∙ 	
ݑ݀
ݔ݀

	ൌ ൫࢞૛൯ࢍ ∙ ૛࢞ 

Solution:  Let 		ݑ ൌ ݄ሺݔሻ ൌ  ଶݔ    

Then, by the chain rule: 

Substituting from above, we get: 

Answer D 

Answer E 



	

	

Solution:  The Direction Field shown above indicates the slope of the curve at various values of ݔ 
and ݕ.  Notice the following points about the filed: 

 All segments for a given value of x are the same.  Therefore, the direction field is not 

affected by the value of ݕ, and the function must be a function of ݔ only. 

 The direction field is steep and positive for values of ݔ close to 0, and less steep and 
positive as x increases. 

We can look at the shape of the various curves shown to see which ones match these 

requirements: 

 

ሺ࢞ሻࢌ ൌ ܖܔ ࢞ 

The only curve in this set that 

follows the direction field is: 

Answer E 



		

	

	

	

	

	

	 	

Solution:  Before doing any significant work solving the integral, 

notice that answer E appears, at first, to be an odd choice.  In fact, it 

is a hint that you should think about the requirements of a function 

when using the Fundamental Theorem of Calculus. 

It is required that ݂ሺݔሻ be continuous in order to calculate a value 
under the Fundamental Theorem.  In fact, this function is not 

continuous at		ݔ ൌ 1, which can be seen by looking at the 
denominator.  

Answer E 

I.		 lim
௡
	
→ஶ

2݊
݊ ൅ 3

ൌ 2 ൐ 0,  .ܛ܍܏ܚ܍ܞܑ܌	۷	ܛ܍ܑܚ܍܁
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												Set	this	 ൌ  	,Then		.ݔ	
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3
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1
2
ݔ ൌ 1 which simplifies to: ࢞ ൌ ૛ 

Solution:  Look at each summation separately: 

Clearly, the limits for the terms in	II and III are zero, so we can 
proceed to calculate the values of the sums. 

Answer E
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ݕ݀
ݔ݀
൰
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ݔ݀
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Solution:  The formula for arc length, when ݕ is 
given as a function of ݔ, is: 

     Then, 

Answer D 

											9 ൌ
׬ ଷݔ
௞
଴ ݔ݀

݇
							

									
ሱۛሮ 							9݇ ൌ න ଷݔ

௞

଴
 ݔ݀

											9݇ ൌ
1
4
݇ସ 

											36 ൌ ݇ଷ 

							 36ଵ ଷ⁄ ൌ ݇ 

Solution:  This one is very straightforward: 

     Then, 

Answer E 
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1
2
න ଶݎ
௕

௔
 ߠ݀
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૚
૛
න ሺ૚ ൅ ૛ ሻ૛ࣂܖܑܛ
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	ૠ࣊ ૟⁄
 ࣂࢊ

Solution:  See the illustration in blue below. 

The limits of integration for the short loop must occur 

when sin  is negative, since that produces smaller ߠ

values of ݎ.  This occurs in Quadrants III and IV or, in 
terms of the answers given, from 	7ߨ 6⁄ 	to		11ߨ 6⁄ . 

The formula for area is: 

Answer A 

										lnሺ1 ൅ ሻݔ ൌ ݔ െ
ଶݔ

2
൅
ଷݔ

3
െ	… 

										lnሺ1 െ ሻݔ ൌ ሺെݔሻ െ
ሺെݔሻଶ

2
൅
ሺെݔሻଷ

3
െ	… 

ሺ૚ܖܔ										 ൅ ࢞ሻ ൌ െ࢞ െ
࢞૛

૛
െ
࢞૜

૜
െ	… 

Solution:  Method 1 is to recall that: 

And substitute ሺെݔሻ	in for ݔ to get: 

Answer A 

										fሺxሻ ൌ lnሺ1 െ ሻݔ 	 																			fሺ0ሻ ൌ 0 

										f ᇱሺxሻ ൌ െሺ1 െ ሻିଵݔ 																	f	′ሺ0ሻ ൌ െ1 

										f ᇱᇱሺxሻ ൌെሺ1 െ ሻିଶݔ 																	f	′′ሺ0ሻ ൌ െ1 

										f ᇱᇱᇱሺxሻ ൌ െ2ሺ1 െ ሻିଷݔ 													f	′′′ሺ0ሻ ൌ െ2 

ܲሺݔሻ ൌ 	෍
݂ሺ௜ሻሺ0ሻ
݅!

ଷ

௜ୀ଴

௜ݔ	 	ൌ 		0 ൅
െ1
	1
ݔ ൅

െ1
2
ଶݔ ൅

െ2
6
ଷݔ ൌ െ࢞ െ

૚
૛
࢞૛ െ

૚
૜
࢞૜ 

Solution:  Method 2 is to develop the polynomial directly: 

The Taylor Polynomial for  fሺxሻ ൌ lnሺ1 െ  :ሻ, then isݔ



	

	

	

	

	

	

	

										
1
ݕ
ݕ݀	 ൌ secଶ ݔ  ݔ݀	

										න
1
ݕ
ݕ݀	 ൌ නsecଶ ݔ  ݔ݀	

										ln ݕ ൌ tan ݔ ൅  ܥ

	 ࢟ ൌ ૞  ࢞ܖ܉ܜࢋ

Solution:  Separate the variables to get: 

Then, Integrate: 

Exponentiate both sides: 

	ݕ           ൌ 	 ݁୲ୟ୬௫ା஼ 	ൌ 	 ݁஼ ∙ ݁୲ୟ୬ ௫ 	ൌ 	݇ ∙ ݁୲ୟ୬ ௫ 

Then, when 	ݔ ൌ 0	 and 	ݕ ൌ 5, 

          5	 ൌ 	݇ ∙ ݁଴,			so			݇ ൌ 5 

And finally, 

Answer C 

Solution:  A solution to this can be developed based on logic. 

 If 0 ൏ ݔ ൑ 3, then ׬ ݂ሺݐሻ
௫
଴  represents the net area  ݐ݀

under the curve from 0 to ݔ, which is always positive. 

 If	 െ 3 ൑ ݔ ൏ 0, then		 ׬ ݂ሺݐሻ
଴
௫  represents the net area  ݐ݀

under the curve from ݔ to 0, which is always negative. 

Then  ׬ ݂ሺݐሻ
଴
௫ ݐ݀ ൏ ,ሾെ3	߳	ݔ	∀				0 0ሻ   

And so,  ׬ ݂ሺݐሻ
௫
଴ ݐ݀ ൐ ,ሾെ3	߳	ݔ	∀				0 0ሻ   

 At  ݔ ൌ 0, the area is zero. 

Conclusion:  ׬ ݂ሺݐሻ
௫
଴ ݐ݀ ൐ ,ሾെ3	߳	ݔ	∀				0 3ሿ   Answer A 



	

	

	

	

	

	

	

	

	

 

      Example:  consider the function		ݕ ൌ  :ଵ.ହ.  We haveݔ

      ݂ሺݔሻ ൌ  ଵ.ହݔ   ݂ሺ0ሻ ൌ 0 

݂′ሺݔሻ ൌ  ଴.ହݔ	1.5 ݂′ሺ0ሻ ൌ 0 

݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ  ଴.ହିݔ	0.75 ݂ᇱᇱሺ0ሻ	does	not	exist 

So,		ࢌሺ࢞ሻ ൌ ࢞૚.૞		is differentiable at 	ݔ ൌ 0, but ݂’’ሺ0ሻ	is not defined. 

 

   

Solution:  Let’s take the statements one at a time: 

A. In order for a function  ݂ሺݔሻ to be differentiable at a point, it must also be 

continuous at that point.  TRUE 

B. A function ݂ሺݔሻ is differentiable at a point ܽ if ݂′ሺܽሻ exists.  If ݂′ሺܽሻ exists, 
then the limit must exist.  TRUE 

C. This expression is the definition of ݂′ሺܽሻ which, as stated above, must 

exist if ݂ሺݔሻ is differentiable at ݔ ൌ ܽ.  TRUE 

D. Again, ݂′ሺܽሻ must exist if ݂ሺݔሻ is differentiable at ݔ ൌ ܽ.  TRUE 

E. If ࢌሺ࢞ሻ is differentiable at ࢞ ൌ  ሻ may or may not exist.  Seeࢇሺ′′ࢌ then ,ࢇ

the example below for one that does not exist.  FALSE 

Answer E 



	
 

  Solution:  The shaded area under the curve is minimized when the area inside the rectangle is 

maximized.  Add the two points shown above.  Then, the area of the rectangle is: 

  ௥௘௖௧ܣ										 ൌ ሺ2ݔሻ cos  ݔ   The area of the rectangle is maximized when: 

										
݀
ݔ݀
	ሺ2ݔሻ cos ݔ ൌ 0 

																			2 cos ݔ െ ݔ2 sin ݔ ൌ 0 

  Based on the graph at right (you need to use a 

graphing calculator or program for this), we get: 

    ݔ ൌ 0.86 

  At		ݔ ൌ 0.86,		 cos ݔ ൌ 0.6524,		 and so, 

    ࢚ࢉࢋ࢘࡭ ൌ ሺ2 ∙ 0.86ሻ ∙ 0.6524 ൌ ૚. ૚૛૛ 

  Then, the area under the curve 	y ൌ cos  :is		ݔ

	:࢘ࢋࢊ࢔࢛࡭					 ܛܗ܋	ୀ	ܡ ࢞ ൌ න cos ݔ

గ
ଶ

ି
గ
ଶ

ݔ݀ ൌ sin ቀ
ߨ
2
ቁ െ sin ቀെ

ߨ
2
ቁ ൌ 1 െ ሺെ1ሻ ൌ ૛ 

  And, finally, 

  	
ࢊࢋࢊࢇࢎ࢙࡭					 	ൌ 	૛	 െ 	૚. ૚૛૛	 ൌ 	૙. ૡૠૡ          Answer B	

   

ሺݔ, ݏ݋ܿ ሻݔ

ሺݔ, 0ሻ



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Note: A Riemann Sum can take any value of ݂ሺݔሻ	in the interval.  So, for example, in the first 

interval of the figure shown above, ݂ሺݔሻ could be anywhere from  ݂ሺ0ሻ ൌ 1	 to		݂ሺ1/5ሻ ൌ 2.2.  
The selection of the value of ݂ሺݔሻ at its maximum value in each interval seems like a particularly 

poor choice when ݊ is small.  However, when a limit is taken and ݊ becomes arbitrarily large, 

the selection of a particular value of ݂ሺݔሻ in the interval becomes immaterial because the values 

of ݂ሺݔሻ in each interval converge to a single value. 

   

Solution:  The bounding area 

includes values of ݕ between 0 and 
1, and the value of the function (e.g., 
 Since  .ݕ f(x)) does not depend on=ݖ
the ݕ‐interval is 1, this problem 

simplifies to finding the Riemann sum 

for the area of a trapezoid bounded 

by the	ݔ‐axis, the lines  ݔ ൌ 0 and 
ݔ ൌ 1, and the function ݖ ൌ 1 ൅  .ݔ3

See figure at right. 

width	 ൌ 	
2
݊
 

height	 ൌ 	݂ ൬
2݅
݊
൰ ൌ 1 ൅ 3 ൬

2݅
݊
൰ ൌ 1 ൅

6݅
݊
 

Area	of	1	rectangle	 ൌ 	
2
݊
	 ∙ ൬	1 ൅

6݅
݊
൰ 

ܕܝ܁	ܖܖ܉ܕ܍ܑ܀ ൌ	෍	
૛
࢔
	 ∙ ൬૚ ൅

૟࢏
࢔
൰

࢔

ୀ૚࢏

	

The violet rectangles at right represent the component parts 

of the Riemann sum.  Each rectangle has the following 

dimensions:  

Answer D 



 
 

   

 

 

   

݂ᇱሺݔሻ is the slope of ݂ሺݔሻ 

݂ᇱᇱሺݔሻ is the slope of ݂′ሺݔሻ 

Solution:  This problem boils down to 

determining functions that are derivatives of 

other functions, and then using the following 

relationships to identify each curve: 

Key points are identified above in green and red.  Notice that: 

 When the value of Curve	II is zero, Curve III is flat.  Therefore, 
Curve	II must be the derivative of Curve	III. 

 When the value of Curve	I is zero, Curve	II is flat.  Therefore, 
Curve	I must be the derivative of Curve	II. 

Combining these, we get: 

 ݂ሺݔሻ ൌ  III	݁ݒݎݑܥ

 ݂′ሺݔሻ ൌ  II	݁ݒݎݑܥ

 ݂′′ሺݔሻ ൌ  I	݁ݒݎݑܥ

zero value 

flat curve 

zero value 

flat curve

Answer E 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

Solution:  Since the question asks for total distance, we first need to 

find where ݒሺݐሻ is positive and where ݒሺݐሻ is negative for	0 ൏ ݐ ൏ 2.  
We will need separate integrals for each change of direction. 

ܦ										 ൌ ฬ	൫ሺݐ ൅ 1ሻ ∙ lnሺݐ ൅ 1ሻ െ ଶ൯ݐ ฬ
0.79
0					

	ฬ 	൅ 	 ฬ	൫ሺݐ ൅ 1ሻ ∙ lnሺݐ ൅ 1ሻ െ ଶ൯ݐ ฬ
2				
0.79

	ฬ	 

															ൌ |	ሺ1.79	 ln 1.79 െ 0.79ଶሻ െ ሺ0ሻ	| 	൅ 	 |	ሺ3 ln 3 െ 4ሻ െ	ሺ1.79	 ln 1.79 െ 0.79ଶሻ	|		

															ൌ |1.042 െ .624| 	൅	 |ሺ3.296 െ 4ሻ െ	ሺ1.042 െ .624ሻ	| 

	ࡰ										 ൌ .418 ൅ 1.122 ൌ ૚. ૞૝૙

Then, 

ܦ										 ൌ ቤන ሻݐሺݒ
଴.଻ଽ

଴
ቤݐ݀	 ൅	 ቤන ሻݐሺݒ

ଶ

଴.଻ଽ
	ቤݐ݀	

න ሻݐሺݒ ݐ݀	 ൌ නሾlnሺݐ ൅ 1ሻ െ ݐ2 ൅ 1ሿ  ݐ݀	

ൌ ሺݐ ൅ 1ሻ ∙ lnሺݐ ൅ 1ሻ െ ሺݐ ൅ 1ሻ െ ଶݐ ൅  ݐ

ൌ ሺݐ ൅ 1ሻ ∙ lnሺݐ ൅ 1ሻ െ ଶݐ െ 1 

Method 1 (the calculus way): 

The function changes from positive to negative 

at roughly 	ݔ ൌ .79.  So,  

where, 

Note:  the 1 can be ignored 
because it is a constant.

Answer C 

ࡰ										 ൌ ൬
1
2
∙ 0.79 ∙ 1൰ ൅ ൬

1
2
∙ 1.21 ∙ 1.9൰ ൌ ૚. ૞૝૞ 

Method 2 (the geometry – and easy – way): 

Notice that the function is pretty close to a straight line with: 

݂ሺ0ሻ ൌ 1    ݂ሺ0.79ሻ	~	0    ݂ሺ2ሻ	~	1.9 

Then the two areas between the ݔ‐axis and the curve are triangles, so:  

which is very close to answer C and no other answer – with very little work! 



 

  Solution:  Approximate the solution by creating the following table:   

  ݔ ൌ 1    ݃ሺ1ሻ    ݃ᇱሺ1ሻ ൌ ݂ሺ1ሻ ൌ √3	~	1.732 

   ݔ ൌ 2        ݃ᇱሺ2ሻ ൌ ݂ሺ2ሻ ൌ √10	~	3.162 

  ݔ ൌ 3    ݃ሺ3ሻ ൌ 5  ݃ᇱሺ3ሻ ൌ ݂ሺ3ሻ ൌ √29	~	5.385 

Then, approximate the change from  ݔ ൌ 1  to  ݔ ൌ 3		based on the average slope in each of the 
two intervals (1 to 2 and 2 to 3), as follows: 

										݃ሺ2ሻ	~	݃ሺ1ሻ ൅
1.732 ൅ 3.162

2
ൌ ݃ሺ1ሻ ൅ 2.447 

										݃ሺ3ሻ	~	݃ሺ2ሻ ൅
3.162 ൅ 5.385

2
ൌ ሺ݃ሺ1ሻ ൅ 2.447ሻ ൅ 4.274 

Since ݃ሺ3ሻ ൌ 5, we get: 

										5	~	݃ሺ1ሻ ൅ 6.721 

And, finally: 

.ሺെ૚		~		ሺ૚ሻࢍ										 ૠ૛૚ሻ 

which is close to answer B and no other answer.	 

 

 

 

 

 

 

   

Answer B 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

Solution:  Look at the graph of ݃’ሺݔ) below and evaluate each of the three statements. 

Statement I.  	݃’ሺݔሻ ൏ 0			on			ሺ1, 2ሻ, so 	݃ሺݔሻ decreases in this interval.  FALSE 

Statement II.  	݃’ሺݔሻ ൐ 0			on			ሺ2, 3ሻ, so 	݃ሺݔሻ increases in this interval.  TRUE 

Statement III.  	݃’ሺ3ሻ ൐ 0	 according to the graph, but Statement III states that 
݃ሺ3ሻ ൐ 0, so don’t fall for this trick. 	݃ሺ3ሻ can be thought of as the accumulated area 

under the curve from 	ݔ ൌ 1		to ݔ ൌ 3, which is clearly less than 0 because of the large 
negative area between  ݔ ൌ 1	 and  ݔ ൌ 2.  FALSE

Answer B 



 
 

 

 

 

   

Solution:  Consider each of the three statements. 

Statement I.  The Alternating Series Test also requires that  |ܽ௡ାଵ| ൑ |ܽ௡|		∀	݊.  That is, the 
absolute values of the terms must be monotonically decreasing.  Therefore, the Alternating 

Series Test does not apply. FALSE 

Statement II.  Looking at the two series separately, we can see that each converges.  Since ܵ 
is the sum of the two, it must also converge.  ܵ is equal to the sum of sums of the two 

individual series.  FALSE 

Statement III.  As stated above, the two series converge, so ܵ converges.  TRUE 

Convergence of the Individual Series   

 ଵܵ ൌ 1 ൅
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.  It converges by the ratio 

test since 	|ݎ| ൏ 1.  Also note that, in Problem 9 above, we showed that  ଵܵ ൌ 2. 

 ܵଶ ൌ െሺ	
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൅ ⋯ሻ    can be compared to  ଵܵ, and since the absolute value 

of each term in ܵଶ is less than the absolute value of the corresponding term in  ଵܵ, the 

series converges.   

Alternatively, note that ܵଶ is a sub‐series of a p‐series with 	݌ ൌ 2, so it converges. 

If you don’t like either of the two tests above, you can use the integral test as follows: 

׬ ሺ2ݔ ൅ 1ሻିଶ
ஶ
ଵ 	ݔ݀ ൌ 	െ

ଵ

ସ௫ାଶ
หஶଵ ൌ

ଵ

଺
    Since the integral converges, so does the series. 

Answer D 

note: for ܵଶ, you only need use only one of 
the three convergence tests presented 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution:  We want the point at which ݃ᇱሺݐሻ is 
at a minimum on the interval  0 ൑ ݐ ൑ 8. 

Based on the graph below, this clearly occurs at 

ݔ ~ 2.  The only answer near 2 is B. 

Answer B 

minimum value of ࢍᇱሺ࢚ሻ 


