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Solution:   This is the definition of the derivative of the function  ݂ሺݔሻ ൌ cos   evaluated at  ,ݔ

ݔ ൌ
ଷగ

ଶ
. 

݂ሺݔሻ ൌ cos  ݔ

݂ᇱሺݔሻ ൌ െ sin  ݔ

݂ᇱ ቀ
ଷగ

ଶ
ቁ ൌ െ sin ቀ

ଷగ

ଶ
ቁ ൌ െሺെ1ሻ ൌ ૚    Answer	A 

݀
ݔ݀

	݂ሺݔሻ ൌ lim
௛
	
→଴

݂ሺݔ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺݔሻ
݄

 

݀
ݔ݀

݂ሺݔሻ ൌ lim
௫→௔

݂ሺݔሻ െ ݂ሺܽሻ
ݔ െ ܽ

 

Two equivalent definitions of a derivative: 
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ௗ௬

ௗ௫
  being negative means the curve is decreasing. 

ௗమ௬

ௗ௫మ
  being negative means the curve is concave down. 

Let’s consider each of the five points: 

 Point	ܣ:          Curve is increasing.   Curve is concave down. 

 Point ܤ:           Curve is decreasing.  Curve is concave down.          Bingo! 

 Point	ܥ:           Curve is decreasing.  Curve is concave up.  

 Point ܦ:           Curve is flat.    Curve is concave up. 

 Point ܧ:           Curve is increasing.   Curve is concave up. 

The only point that meets the conditions specified is Point ࡮.  Answer	B 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ݔଷݕ ൅ ଶݔଶݕ െ 6 ൌ 0 

ଷݕ ∙ 1 ൅ ݔ ∙ ଶݕ3
ݕ݀
ݔ݀

൅ ଶݕ ∙ ݔ2 ൅ ଶݔ ∙ ݕ2
ݕ݀
ݔ݀

ൌ 0 

ଷݕ ൅ ଶݕݔ3
ݕ݀
ݔ݀

൅ ଶݕݔ2 ൅ ݕଶݔ2
ݕ݀
ݔ݀

ൌ 0 

ሺݕଷ ൅ ଶሻݕݔ2 ൅ ሺ3ݕݔଶ ൅ ሻݕଶݔ2
ݕ݀
ݔ݀

ൌ 0 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ
െሺݕଷ ൅ ଶሻݕݔ2
ሺ3ݕݔଶ ൅ ሻݕଶݔ2

 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ
െሺ1ଷ ൅ 2 ∙ 2 ∙ 1ଶሻ

ሺ3 ∙ 2 ∙ 1ଶ ൅ 2 ∙ 2ଶ ∙ 1ሻ
ൌ െ

૞
૚૝

 ۱	ܚ܍ܟܛܖۯ

Use implicit differentiation. 

Evaluated at the point  ሺ2, 1ሻ,  we get: 
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First, find the points of intersection of the two curves.  Set equal  ࢟ ൌ ૛࢞૛  and  ࢟ ൌ ૛࢞. 

૛࢞૛ ൌ 	૛࢞ has the solutions  ࢞ ൌ ሼ૙, ૚ሽ. 

Now, let’s define the integration we need. 

We must use the washer method because there is a gap between the region we 

are revolving and its reflection across the axis of revolution, 	࢟ ൌ ૜  .  

Revolving about a horizontal line means our disks are vertical, as shown, and 

we should integrate with respect to ࢞. 

The height of the larger disk is the distance between the axis of revolution, 

࢟ ൌ ૜  and the curve  ࢟ ൌ ૛࢞૛, so the height is  ࢌሺ࢞ሻ ൌ ૜ െ ૛࢞૛. 

The height of the smaller disk is the distance between the axis of revolution, 

࢟ ൌ ૜  and the curve  ࢟ ൌ ૛࢞, so the height is  ࢍሺ࢞ሻ ൌ ૜ െ ૛࢞. 

We move the disks from left to right in the region, i.e., from  ࢞ ൌ ૙  to  ࢞ ൌ ૚. 

The volume is determined from the formula:  ܸ ൌ ߨ ׬ ቂሺ݂ሺݔሻሻଶ െ ൫݃ሺݔሻ൯
ଶ
ቃ ݔ݀	

௕
௔ .  Therefore,  

ࢂ ൌ ࣊න ൣሺ૜ െ ૛࢞૛ሻ૛ െ ሺ૜ െ ૛࢞ሻ૛൧	࢞ࢊ
૚

૙
 ۯ	ܚ܍ܟܛܖۯ																													
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To answer this question, we must find the critical values and possible inflection points. 

݂ሺݔሻ ൌ ସݔ െ  ଷݔ2

݂ᇱሺݔሻ ൌ ଷݔ4 െ ଶݔ6 ൌ ݔଶሺ2ݔ2 െ 3ሻ    Critical values exist at  ݔ ൌ ቄ0,
ଷ

ଶ
ቅ 

݂ᇱ′ሺݔሻ ൌ ଶݔ12 െ ݔ12 ൌ ݔሺݔ12 െ 1ሻ    Possible inflection points:  ݔ ൌ ሼ0,1ሽ 

Then, build an Ault Table with intervals separated by the critical values and the ݔ‐values of any 
possible inflection points: 

From above, the values of ݔ that define the intervals in the table are  ݔ ൌ ቄ0, 1,
ଷ

ଶ
ቅ. 

Note:  In developing the table below, identify the signs (i.e., “൅, “െ“) first.  The word descriptors are 
based on the signs. 

ሺ࢞ሻࢌ ൌ ࢞૝ െ ૛࢞૜ 

  ሺെ∞, ૙ሻ  ሺ૙, ૚ሻ  ሺ૚, ૚. ૞ሻ  ሺ૚. ૞,∞ሻ 

࢙ሺ࢚ሻ  decreasing  decreasing  decreasing  increasing 

࢙ᇱሺ࢚ሻ െ  െ െ ൅

and is: increasing  decreasing  increasing  increasing 

࢙ᇱᇱሺ࢚ሻ  ൅  െ ൅ ൅

 :࢙࢏	ሺ࢚ሻ࢙	࢕࢙ concave up  concave down  concave up  concave up 

What can we say about extrema and inflection points based on this? 

 There is a minimum at  ݔ ൌ 1.5 because the curve changes from decreasing to increasing. 

 There are two inflections points, at  ݔ ൌ ሼ0, 1ሽ	 because concavity changes at those points. 

So, this curve has one relative extreme and two inflection points.      Answer	C 
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We will use the power rule and the chain rule here: 

݂ሺݔሻ ൌ sinଶሺ3 െ  ሻݔ

݂ᇱሺݔሻ ൌ 2 sinሺ3 െ ሻݔ ∙
݀
ݔ݀

sinሺ3 െ  ሻݔ

												ൌ 2 sinሺ3 െ ሻݔ ∙ cosሺ3 െ ሻݔ ∙
݀
ݔ݀

ሺ3 െ  ሻݔ

												ൌ 2 sinሺ3 െ ሻݔ ∙ cosሺ3 െ ሻݔ ∙ ሺെ1ሻ ൌ െ2 sinሺ3 െ ሻݔ ∙ cosሺ3 െ  ሻݔ

݂ᇱሺ0ሻ ൌ െ2 sinሺ3 െ 0ሻ ∙ cosሺ3 െ 0ሻ 

												ൌ െ૛ ሺ૜ሻܖܑܛ ∙  ሺ૜ሻܛܗ܋   Answer	B 

 

 

  

 

 

 

This narrows our solutions down to Answer C and Answer D.  Again, we need to consider the 

point on the curve:  ሺ2, െ2ሻ.  Let’s try it in each of these answers. 

 Answer C:    ݕ ൌ െ√4ݔଶ െ 12          
	
⇒										 െ2 ൌ െ√4 ∙ 2ଶ െ 12        

 Answer D:    ݕ ൌ ൅√4ݔଶ െ 12          
	
⇒										 െ2 ൌ ൅√4 ∙ 2ଶ െ 12       X 

Therefore, our solution is Answer	C 

 

ሺെ2ሻଶ ൌ 4ሺ2ሻଶ ൅  ଶܥ

ଶܥ ൌ െ12 

Since  ሺ2, െ2ሻ  is a point on 
the curve, we get: 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ
ݔ4
ݕ
 

ݕ݀	ݕ ൌ  ݔ݀	ݔ4

නݕ	ݕ݀ ൌ න4ݔ	ݔ݀ 

1
2
ଶݕ ൌ ଶݔ2 ൅  ଵܥ

ଶݕ ൌ ଶݔ4 ൅  ଶܥ   

ଶݕ ൌ ଶݔ4 െ 12  

ݕ ൌ േ√4ݔଶ െ 12
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࢙ᇱሺ࢚ሻ ൌ ଶݐ6 െ ݐ48 ൅ 90 ൌ 6ሺݐଶ െ ݐ8 ൅ 15ሻ ൌ ૟ሺ࢚ െ ૜ሻሺ࢚ െ ૞ሻ       
	
⇒       critical values:  ݐ ൌ ሼ3, 5ሽ 

࢙ᇱ′ሺ࢚ሻ ൌ ݐ12 െ 48 ൌ ૚૛ሺ࢚ െ ૝ሻ      
	
⇒       Possible inflection points at:  ݐ ൌ 4 

It’s time for an Ault Table: 

࢙ሺ࢚ሻ ൌ ૛࢚૜ െ ૛૝࢚૛ ൅ ૢ૙࢚ ൅ ૠ 

  ሺ૙, ૜ሻ  ሺ૜, ૝ሻ  ሺ૝, ૞ሻ  ሺ૞,∞ሻ 

࢙ሺ࢚ሻ  increasing  decreasing  decreasing  increasing 

࢙ᇱሺ࢚ሻ ൅  െ െ ൅

and is: decreasing  decreasing  increasing  increasing 

࢙ᇱᇱሺ࢚ሻ  െ  െ ൅ ൅

 :࢙࢏	ሺ࢚ሻ࢙	࢕࢙ concave down  concave down  concave up  concave up 

The signs are the same on the intervals:  ሺ૜, ૝ሻ  and  ሺ૞,∞ሻ.  Answer	E 

 

Speed is increasing on the interval(s) where the first and second 

derivatives have the same sign. 

ሻݐሺݏ ൌ ଷݐ2 െ ଶݐ24 ൅ ݐ90 ൅ 7  for  ݐ ൒ 0 

݉ ൌ
66 െ 0
3 െ 0

ൌ ૛૛ ܚ܍ܟܛܖۯ ۱ 

The average rate of change over an interval is the slope of the line connecting 

its endpoints. 

The endpoints are determined as follows: 

 ݂ሺݔሻ ൌ ସݔ െ  ݔ5

 For  ݔ ൌ 0,					݂ሺ0ሻ ൌ 0ସ െ 5 ∙ 0 ൌ 0    So a point is  ሺ0, 0ሻ. 

 For  ݔ ൌ 3,					݂ሺ3ሻ ൌ 3ସ െ 5 ∙ 3 ൌ 66    So a point is  ሺ3, 66ሻ. 

The slope, then, is: 
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࢟ ൌ ૞࢞ െ ࢞૛  is the curve on top, and  ࢟ ൌ ૛࢞  is the curve on the bottom.  They intersect where  

૞࢞ െ ࢞૛ ൌ ૛࢞			
	
ଶݔ			⇒ െ ݔ3 ൌ 0, i.e., at  ݔ ൌ ሼ0, 3ሽ. 

The area of the shaded region, then, is:   

න ൫૞࢞ െ ࢞૛ െ ૛࢞൯	
ଷ

଴
ݔ݀ ൌ න ሺെݔଶ ൅ 	ሻݔ3

ଷ

଴
ݔ݀ ൌ 	 ൬െ

1
3
ଷݔ ൅

3
2
ଶ൰ݔ ฬ

3
0
 

ൌ ൬െ
1
3
∙ 3ଷ ൅

3
2
∙ 3ଶ൰ െ ൬െ

1
3
∙ 0ଷ ൅

3
2
∙ 0ଶ൰ ൌ െ9 ൅

27
2
ൌ
ૢ
૛
 ۰	ܚ܍ܟܛܖۯ																										

 

නሺݔ െ 1ሻ√ݔ ݔ݀ ൌ නቀݔ
ଷ
ଶൗ െ ݔ

ଵ
ଶൗ ቁ  ݔ݀

ൌ
૛
૞
࢞
૞
૛ൗ െ

૛
૜
࢞
૜
૛ൗ ൅  ࡯

		Answer	D	

lim
௫
	
→ஶ

ଶݔ െ 4
	2 ൅ ݔ െ 	ଶݔ4

	ൌ 	 lim
௫
	
→ஶ

ݔ2
	1 െ 	ݔ8

 

lim
௫
	
→ஶ

ݔ2
1 െ ݔ8

ൌ lim
௫
	
→ஶ

2
െ8

ൌ െ
૚
૝

ܚ܍ܟܛܖۯ												 ۰ 

The limit is inderminate as  ݔ →∞.  Use L’Hospital’s Rule: 

The limit is still inderminate as  ݔ
	
→ ∞.  Use L’Hospital’s Rule: 



AB	Calculus	Multiple	Choice	Test	 	 	 	 	 	 	 										Fall	2012	

 

Page 8 of 13 
 

 

 

 

 

݂ሺݔሻ ൌ ൅න ݁ି௧
మ

ଶ௫

ଶ
5 ݐ݀

݂ᇱሺݔሻ ൌ ൅
݀
ݔ݀

න ݁ି௧
మ

ଶ௫

ଶ
ݐ݀ ൌ ݁ିሺଶ௫ሻ

మ
∙
݀
ݔ݀

ሺ2ݔሻ ൌ ૛ିࢋ૝࢞
૛
 0

݂ሺ0ሻ ൌ 5 ൅ න ݁ି௧
మ

଴

ଶ
ݐ݀ ് 5 

݂ሺ1ሻ ൌ 5 ൅ න ݁ି௧
మ

ଶ

ଶ
ݐ݀ ൌ ૞ 	۳	ܚ܍ܟܛܖۯ

ܚ܍ܟܛܖۯ											 ۳	

You can solve for the 

equation implied by the 

differential equation if 

you like.  However, it is 

easier to find a couple of 

slopes in the field. 

I like to find the slopes at 

points that are not near 

the origin. 

Try: 

Point ሺ5, 5ሻ,			
ௗ௬

ௗ௫
ൌ 1 

Point ሺെ5, 5ሻ,			
ௗ௬

ௗ௫
ൌ െ1 

Point ሺെ5,െ5ሻ,			
ௗ௬

ௗ௫
ൌ 1 

Point ሺ5, െ5ሻ,			
ௗ௬

ௗ௫
ൌ െ1 

 

Answer E is the only one 

with these slopes. 
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We might think this a straightforward integration, but we must be careful.  If velocity is both 

positive and negative over the interval, we must break the interval into multiple sections and 

integrate each. 

ሻݐሺݒ ൌ 3݁ି
௧
ଶൗ ∙ sin  ݐ2

Since ݁ି
௧
ଶൗ ൐ 0  everywhere,  3݁ି

௧
ଶൗ ∙ sin ݐ2 ൌ 0  when  sin ݐ2 ൌ 0. 

sin ݐ2 ൌ 0  when  ݐ ൌ ቄ0,
గ

ଶ
ቅ  in the domain  0 ൑ ݐ ൑ 2. 

So, our solution is:  

݀ ൌ න 3݁ି
௧
ଶൗ ∙ sin ݐ2

గ
ଶൗ

଴
ݐ݀ െ න 3݁ି

௧
ଶൗ ∙ sin ݐ2

ଶ

గ
ଶൗ

 ݐ݀

݀ ൌ 2.055 െ ሺെ0.206ሻ ൌ ૛. ૛૟૚																								ܚ܍ܟܛܖۯ	۲	
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A visualization of this situation is provided above.  The people who live within one mile of the lake 

live between 1 mile and 2 miles from the center of the lake. 

We can think of this as a volume problem with a circular cross section of radius ݎ and height  
݄ ൌ ݂ሺݎሻ.  The volume of solid of revolution is given by the cylindrical shell formula: 

ܸ ൌ නߨ2 ݔ݀	ሻݔሺ݂	ݔ
௕

௔
 

Then, 

ࢂ ൌ ૛࣊න ࢞ࢊ	ሺ࢘ሻࢌ	࢘
૛

૚
 ۲	ܚ܍ܟܛܖۯ																						

 

  ܚ܍ܟܛܖۯ ۰	

In Problem 17, we are 

looking for the ݔ‐value of 
a point where the curve 

is not continuous but the 

limit exists.  This implies 

a hole in the graph in a 

location where the 

function would be 

continuous if the hole 

were filled in.   

This occurs only at ݔ ൌ 0. 
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Let’s look at average slopes in the applicable intervals shown: 

 Average slope from  ݔ ൌ 1.1  to  ݔ ൌ 1.2:  ݉ ൌ
ସ.ଷ଼ିସ.ଵ଼

ଵ.ଶିଵ.ଵ
ൌ 2.0. 

 Average slope from  ݔ ൌ 1.2  to  ݔ ൌ 1.3:  ݉ ൌ
ସ.ହ଺ିସ.ଷ଼

ଵ.ଷିଵ.ଶ
ൌ 1.8. 

Since  ݂ᇱᇱሺݔሻ ൏ 0  over the entire interval, the curve is concave down over the interval, and so the 
slope is decreasing throughout the interval.  Therefore, the slope of the curve at  ݔ ൌ 1.2  must be 

between  ૚. ૡ  and  ૛. ૙.    Answer	D 

 

 

 

Position Functions:     ሻݐଵሺݔ  ൌ sin  ݐ   ሻݐଶሺݔ ൌ ݁ିଶ௧ െ 1 

Velocity Functions:       ሻݐሺ	ଵ′ݔ  ൌ cos  ݐ   ሻݐሺ	ଶ′ݔ ൌ െ2݁ିଶ௧ 

Then we set the velocity functions equal and see 

how many solutions exist on the interval  ሾ0. 10ሿ. 

cos ݐ ൌ െ2݁ିଶ௧ 

cos ݐ ൅ 2݁ିଶ௧ ൌ 0 

A look at the graph of this function tells us that 

there are three points where the velocity functions 

are equal on the interval  ሾ0. 10ሿ.     Answer	D 
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݃ሺെ1ሻ ൌ න ݂ሺݐሻ	݀ݐ
ିଵ

଴
ൌ െන ݂ሺݐሻ ݐ݀

଴

ି
 

ଵ

݃ሺെ1ሻ ൌ െන ݂ሺݐሻ	݀ݐ
଴

ି
ൌ െ૚ ܚ܍ܟܛܖۯ ۰ 

ଵ

׬ ݂ሺݐሻ	݀ݐ
଴
ି   is the area under the curve from  ݔ ൌ െ1  ଵ

to ݔ ൌ 0. 

Based on the lines in the graph, the area is bounded by 

a triangle with base  ܾ ൌ 1  and height  ݄ ൌ 2.  So, the 

area of the triangle is  ܣ ൌ
ଵ

ଶ
ܾ݄ ൌ

ଵ

ଶ
∙ 1 ∙ 2 ൌ 1 Then, .  

1
ଶݔ െ ଵݔ

	 ∙ න ݂ሺݔሻ
௫మ

௫భ

 ݔ݀

	۳	ܚ܍ܟܛܖۯ

The average value of a function 

over an interval is given by: 

Note that this is also the average 

area under the graph over the 

interval. 

In Problem 21, we are looking for a 

function with non‐zero area under 

the graph.  That is, we are looking 

for a function that does not have 

equal positive and negative areas 

over the interval ሾെߨ,    .ሿߨ

All of the graphs shown have equal 

positive and negative areas over 

this interval except Graph E. 
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න ܴሺݐሻ
ଵ଴

଴
	ݐ݀	 ൌ 	න 2,000

ଵ଴

଴
݁ି଴.ଶ௧	݀ݐ	 ൌ 	

1
െ0.2

2,000	݁ି଴.ଶ௧ ฬ
10
0
	ൌ 	െ10,000݁ି଴.ଶ௧ ฬ

10
0
 

ൌ െ10,000	ሺ݁ିଶ െ 1ሻ ൌ ૡ, ૟૝ૠ gallons    Answer	D 

 

 

 

݂ሺ2ሻ െ ݂ሺ0 	ൌ 	න ݂ᇱሺݔሻ
ଶ

଴
	ݔ݀	 ൌ 	න sin ቆ

௫݁ߨ

2
ቇ

ଶ

଴
ሻ ݔ݀	

݂ሺ2ሻ 	ൌ 	݂ሺ0 ൅ න sin ቆ
௫݁ߨ

2
ቇ

ଶ

଴
	ݔ݀	 ൌ 	ሻ ൅ .157	 ൌ 	૚. ૚૞ૠ																									ܚ܍ܟܛܖۯ	۳ 1

 

Clearly, this is a problem involving differentials, so we need the differential 

formula: 

݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺܿሻ ൅ ݂ᇱሺܿሻ ∙ ሺݔ െ ܿሻ  

Let’s find the pieces to go into this formula. 

ݔ ൌ 4.8.  So, let our reference point be  ܿ ൌ 5    

We are given:  ݂ሺ5ሻ ൌ 3   and   ݂ᇱሺ5ሻ ൌ 4 

Then:   ݂ሺ4.8ሻ ൌ ݂ሺ5ሻ ൅ ݂ᇱሺ5ሻ ∙ ሺ4.8 െ 5ሻ ൌ 3 ൅ 4 ∙ ሺെ0.2ሻ ൌ ૛. ૛      

      Answer	A 


